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INTRODUCCION

un cuando el uso de elementos de ensefanza electrénica es usado cada vez mads por los profesores

de matemiticas, esta tecnologia no se incorpora atn de manera decisiva a la practica escolar, por
lo que se vuelve cada vez mads urgente identificar los puntos alrededor de los cuales organizar el uso
de la ensenanza electrénica en la educacién matemaitica. El disefio, manejo y capacitacién en estos
sistemas deben formar parte de una estrategia global de ensefianza-aprendizaje que incluya, de manera
categoérica, la tarea del profesor cuya actividad sigue siendo basica, ya que es quien va marcando los
ritmos del aprendizaje, quien resalta las ideas esenciales o estrategias interesantes y, en definitiva,
quien tiene la responsabilidad de organizar y dirigir la interaccién del estudiante con la computadora.
Los resultados de Dunham (1991) sefialan que las tecnologias grificas promueven cambios positivos en
las actitudes y en lainteracciéon de las clases. En un ambiente de ensefianza electrénica, tanto el profesor
como los estudiantes pueden estar inmersos dentro de un contexto motivador y envolvente, en el cual
se pueden prever algunas fases de actividad y de toma de decisiones personalmente administradas, en
réplica a los problemas presentados. Las herramientas de la ensefianza electrénica dotan al estudiante
de varias ventajas, tales como gestionar habilidades, como la graficacién de funciones de manera mis
eficiente, utilizar varios registros semiéticos (Duval 1999) a la vez (algebraico, grafico y numérico), asi
como enfocar su atencién en aspectos cualitativos en vez de los procedimientos para analizarlos.
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RESUMEN.

Se desarroll6 una modelacién de ingenieria diddcti-
ca para la ensefianza del concepto de limite mediante
el uso de asintotas y sus graficas dindmicas, como una
alternativa de solucién de los problemas presentados a
nivel precdlculo de este concepto. Posteriormente fue
puesta en escena en diferentes sistemas diddcticos por
los profesores participantes. Los resultados obtenidos
muestran una clara similitud de las deducciones y so-
luciones de los problemas resueltos por los alumnos del
grupo inicial y los de los diferentes sistemas diddcticos
en los cuales fueron aplicados.

Palabras Clave: Limites, Asintotas, Ingenieria Diddctica.

SUMMARY.

Development a modeling of a didactic engineering
for the education of the concept of limit by means
of the use of asymptotes and its dynamic graphs, like
an alternative of solution of the problems presented
at level precalculation of this one concept. Later it
was put in scene in different didactic systems by the
participant professors. The obtained results show to a
clear similarity of the deductions and solutions of the
problems solved by the students of the initial group
and those of the different didactic systems in which
they were applied.

Keywords: Limits, Asymptotes, Didactic Engineering

En el entorno de la ensefianza electrénica el estudiante es cuestionado a hacer explicito el modelo
implicito que él ha construido “actuando”, asi como para hacer explicitas las relaciones entre las variables,
la escritura de la férmula y la realizacién de un algoritmo. En este caso, el disefio de las situaciones
didécticas por parte de los profesores participantes en el desarrollo de la modelacién de la ingenieria
didéctica permite nuevas maneras de modelar y representar matematicas.
Desde que el aprendizaje es una construccién social, es oportuno que estas situaciones estén en una
situacién particular de comunicacién; los modelos explicitos de cada estudiante pueden ser compartidos
y discutidos con otros estudiantes y profesores.
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MATERIALES Y MﬁTODOS PARA UNA MODELACION DE LA
INGENIERIA DIDACTICA PROPUESTA PARA LA REPRODUCIBILIDAD.

Con el objetivo de que la Ingenieria Didéctica (Artigue, 1995) planteada considere la reproducibilidad
y sea aplicable en un sistema didéctico diferente para el que originalmente fue planteada, nos susten-
tamos en los resultados sobre reproducibilidad de situaciones didacticas (Lezama, 2003), y para su
desarrollo consideramos ¢ integramos en su disefio estos tres campos de accién.

% Estructura de la Ingenieria Didactica

< Comunicacién del escenario

% Adaptacién al nuevo sistema didéctico

Esta modelacién fue inicialmente analizada, di-
sefiada y aplicada por cinco profesores de Cdlculo
Diferencial e Integral del Nivel Medio Superior
de cada uno de los siguientes Sistemas Educati-
vos: Escuela Preparatoria de la Universidad Au-
ténoma de Guerrero, Preparatoria Abierta de la
UAG, Colegio de Bachilleres del Estado de Gue-
rrero y Centro de Bachillerato Tecnolégico e In-
dustrial del Estado de Guerrero.

Esto con la intencién de que los resultados obte-
nidos durante el proceso fueran aplicados en dife-
rentes sistemas didécticos, cada uno con su propia
metodologia y programas de estudio, a manera de
validacién de las situaciones didacticas aplicadas y
como insumo de datos de investigacién del pro-
yecto planteado.

La intencién de la Ingenieria Diddactica propues-
ta, tuvo los siguientes objetivos:

» Modificar la concepcién de asintotas utiliza-
das en el proceso de anilisis de una gréfica.

» Lograrlasignificacién de las asintotas como
una nocién a nivel precdlculo del limite.

» Predecir, a través de las asintotas, los limi-
tes de la curva analizada.
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ANALISIS A PRIORI

De los andlisis epistemolégico, cognitivo y diddc-
tico, podemos observar los siguientes problemas:
La convencién matemaitica (IMartinez, 2003) pue-
de ser interpretada como una propiedad emergen-
te para establecer una relacién de continuidad o
de ruptura de significados al momento de la inte-
gracién sistémica de un conjunto de conocimien-
tos y puede tomar la forma de una definicién, un
axioma, una interpretacion o una restriccion, entre
otras. Ademids, una de las condiciones que debe
tener una convencién matemadtica €s que su uso
no entra en conflicto con el sistema axiomitico en
el que es usada.

En Cruz (2006) y de acuerdo a la definicién an-
terior, identificamos como una convencién mate-
mitica a la nocién de asintota ya que a lo largo
de su historia, sus diferentes propiedades y con-
cepciones han sido integradas sistemadticamente
dentro de un conjunto de conocimientos y su
aplicacién no entra en conflicto con los sistemas
axiomadticos en los que es usada. Ademas de com-
pletar los vacios en las diferentes definiciones uti-
lizadas a través del tiempo y dar sustento a teore-
mas sin los que la existencia de estas definiciones
no podrian ser probados.



Dentro del aula, las asintotas sélo son estudiadas
como rectas horizontales, verticales y diagonales,
estando estas definiciones estrechamente ligadas al
estudio de las hipérbolas. Por esta razén, los estu-
diantes usualmente no tienen conocimiento sobre
otro tipo de asintotas tales como las curvas o las
usadas en estudios de poblacién, por dar un ejem-
plo. En este trabajo consideramos que las asintotas,
por su condicién de tendencia al infinito, pueden
representar una oportunidad para utilizarlas en el
desarrollo de la concepcién del limite.

Cuando se empieza a trabajar en la busqueda de
limites de funciones y su definicién, en la mayo-
ria de los libros consultados (Caballero, 2005),
(Coolidge, 1963), (Goodman, 1980), (Granville,
1980), (Lehman, 1984), (Lucas y James, 1979),
los autores presuponen que L es un ndmero pero
no lo definen explicitamente. El anilisis de limites
en la escuela y en los libros consultados tiene un
enfoque puramente algebraico y al seguir los es-
tudiantes un razonamiento de este tipo, pueden
presentar problemas cuando traten de caracteri-
zar la existencia del limite.

Asi mismo, cuando se analizan limites laterales
y su existencia, una de las situaciones que vamos
a encontrar en el andlisis de estos limites, al tratar
de determinar el valor del limite Z tanto por la iz-
quierda como por la derecha, ambos tiendan a la
vez a -oo 0 a oo o surjan indeterminaciones como:

0 o
707
o0

0

Regularmente, la solucién a este tipo de limites
requiere de una habilidad algebraica muy desarro-
llada o para encontrar la solucién, los profesores
utilizan herramientas que los estudiantes todavia
no conocen.

ESTRUCTURA DE LA INGENIERIA
DIDACTICA.

Para la aplicacién de los problemas planteados
originalmente en su concepcién tradicional, fue-
ron propuestos para su resolucién a cinco profeso-
res de célculo en activo del nivel medio superior,
con el objetivo de observar y diagnosticar cudles
son los elementos matematicos usados al interior
del entorno escolar, asi como las diversas acciones,
validaciones y formulaciones realizadas en los pro-
blemas a resolver.

La propuesta original antes de la adaptacién al
nuevo sistema diddctico en donde finalmente se
aplicé es resultado del andlisis de cerca de 70 ejer-
cicios propuestos por los mismos profesores, los
cuales se fueron depurando para llegar a tres ejer-
cicios finales.

Asintotas: La conceptua/izacio’n del limite 43



Tlamnar

El disefio de los problemas fue desarrollado por los profesores en el Sistema E+ (Cruz, 2005) y los
pizarrones virtuales utilizan el appler Descartes (2008) programados desde el Sistema E+ para su fun-
cionamiento.

Problema No. 1.

Analizar la curva V= 4 (véase la Figura 1)

%% -5x +

ayuda | escala i’zs.on 0.x i]o.oo 0.v :ﬂ: 0.00 config

|y=x/( (XA2) - (5%x)+4) rastro=negro
inicio x :I: 0.00 v j‘: 0.00 limpiar

Figura 1.- Grafica con asintotas.

En esta grifica, las rectas x=7, x=+, y=0 marcan la tendencia asintética de la curva, por lo que se pregun-
tard a los estudiantes cudles son los valores de x, y cuando x se acerca a 1y 4, tanto por la izquierda como
la derecha, con el objetivo de descubrir si son capaces de predecir si existe el limite unilateral.

Observaremos si los estudiantes son capaces de indicar si los valores encontrados son los limites uni-
laterales existentes en las asintotas.

Estos limites son:

lim————— =0 lim ———— =
x>0 x* -5x+4 x>—o X~ -5x+4

Observamos que los limites unilaterales en x=7, x=4 no tienden hacia el mismo valor. Se observara cuil
es la idea que los estudiantes tienen sobre estos valores.

Problema No. 2.

Sx3+2

Analizar la curva y = 5
3x

Esta curva tiene dos asintotas, larecta y = — x yla asintota vertical x=0, se propone el anilisis de esta cur-

va porque cuando x—0, el limite de y tanto por el lado izquierdo como por el derecho tiende al infinito, lo
que nos permitird observar cémo caracterizan los estudiantes el comportamiento de la curva y si pueden
predecir estos limites (véase la Figura 2).

ayuda | escala :H“‘, 25.00 0.x 2Jo.oo0 0.v :H: 0.00 config

P

Figura 2. Grafica con asintotas
izquierda y derecha positivas.

IY=((5*X"3)+2))/(3*X*21 rastro=negro
inicio I % —ﬁ: 0.00 v —|: 0.00 limpiar
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Una de las propuestas es que los estudiantes ocupen sus conocimientos previos en la solucién alge-
braica que puedan proponer para estas curvas, tratando de evitar al maximo el trabajo solamente en
este plano. Se tratard de que utilicen las tres representaciones propuestas, la grifica, numeérica y algebraica
como elementos integrados de andlisis de la curva y sus predicciones sobre los limites.

Se pretende observar si al factorizar la ecuacién, los factores resultantes pueden proveer de informacién
sobre los limites de la curva y observar cuil es la idea que sobre este comportamiento de la curva tienen.

Problema No. 3

1-x°
Analizar la curva y = ——— (véase la Figura 3)
X

Esta curva tiene dos asintotas: la recta x=0y la parabola y = —x?; cuando x—0 por la derecha y tiende a

oo, cuando x—0 por la izquierda y tiende a -oo, como podemos observar en la figura , cuando x tiende
a —co y oo, y tiende a -oo pero siguiendo asintéticamente a la pariabola y = -x°.

ayuda | escala %j2s.00 0.x %Jo.00 0.y %]o.00 config

Figura 3. Grafica con
asintota curva

[7=t11- (%300 /%) ¥=-x*2
inicio | x :|: 0.00 v :J: 0.00 limpiar

COMUNICACION DEL ESCENARIO

Enfocamos los problemas en la aportacién de datos para comprobar la hipétesis presentada, todas las
curvas utilizadas tienen una asintota de diferente tipo caracterizada como limite; hemos usado como
asintotas a los ejes cartesianos, rectas verticales, horizontales, inclinadas asi como curvas, pero siempre
enfocadas en su uso como elementos de andlisis para la prediccién de los limites en los diferentes pun-
tos a analizar.

Después de que los profesores participantes discutieran entre si y resolvieran los problemas planteados
sin contar con el apoyo tecnolégico facilitado a los estudiantes, utilizaron los métodos algebraicos clasi-
cos en la ensefanza tradicional de la idea y el concepto de asintota y el limite. Después de analizar las
soluciones, se procedié a hacer un anilisis de los problemas enfocidndonos esencialmente en todos
los puntos en donde las curvas presentaban una asintota, con el objetivo de caracterizar tanto la vida
de la asintota como limite de una funcién, como el del limite mismo.

Esto nos sirve a su vez como pardmetro, elemento de diagnéstico y como una prueba de la concepcién
de limite manejada por los profesores en su vida escolar. También nos sirvié de referencia y nos ayudé
a depurar los problemas originalmente planteados, a efecto de evitar redundancias y repeticiones in-
necesarias en la aplicacién y puesta en escena de la situacién ante los estudiantes escogidos, con lo que
la participacién y sugerencias de los profesores sirvieron de apoyo en el desarrollo de la propuesta final
de la situacidn.

Se localizaron los problemas que mayor dificultad tenian para encontrar su solucién por el método
tradicional (indeterminaciones tales como la divisién entre cero, cero entre cero o infinito entre infini-
to y la existencia del limite en un punto) a manera de comparacién entre la propuesta tradicional y la
situacién diddctica propuesta.
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